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Рассматривается граничная задача для одного класса сингулярных интегральных урав-
нений с почти суммарно-разностным ядром и выпуклой нелинейностью на положи-
тельной полупрямой. Указанная задача возникает в динамической теории p-адических
открыто-замкнутых струн. Доказывается, что всякое неотрицательное и ограниченное
решение такой задачи является непрерывной функцией и разность между пределом
и решением представляет из себя суммируемую функцию на положительной полупря-
мой. Для частного случая устанавливается, что решение есть монотонно неубывающая
функция. Рассматривается теорема единственности в классе неотрицательных и огра-
ниченных функций. Приводится конкретный прикладной пример данной граничной
задачи.
Ключевые слова: граничная задача, выпуклость, непрерывность, суммируемость, моно-
тонность, предел решения.

1. Введение и формулировка основных результатов. Постановка зада-
чи и история вопроса. Пусть функция Q определена на множестве R

+ := [0,+∞)
и удовлетворяет следующим условиям:

I) Q ∈ C(R+), Q ↑ на R
+;

II) функция Q выпукла вниз на множестве R
+ и Q(0) = 0;

III) уравнение Q(u) = u обладает положительным решением η (рис. 1).
Рассмотрим граничную задачу для нелинейного сингулярного интегрального

уравнения с почти суммарно-разностным ядром на положительной полупрямой

Q(f(x)) =

∞∫
0

(K(x− t) −K(x+ t))λ(t)f(t)dt, x � 0, (1)

lim
x→+∞ f(x) = η, (2)

относительно искомой измеримой и ограниченной функции f(x).
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Рис. 1. Точки пересечения графика функции y = Q(u) с прямыми y = u и y = (1 + M)u

В уравнении (1) ядро K — определенная на R непрерывная функция, удовлетво-
ряющая таким условиям:

A) K(x) > 0, x ∈ R, K ∈ L1(R) ∩M(R),
∞∫

−∞
K(x)dx = 1,

B) K(−x) = K(x), x ∈ R
+, K ↓ на R

+,

C)
∞∫
0

x2K(x)dx < +∞, где M(R) — пространство ограниченных на R функций

с нормой ‖f‖ = sup
x∈R

|f(x)|. Функция λ определена на множестве R
+ и удовлетворяет

условиям
1) λ(t) � 1, t ∈ R

+, λ− 1 ∈ L1(R+),
2) lim

t→+∞λ(t) = 1.

Граничная задача (1), (2) возникает в динамической теории p-адических
открыто-замкнутых струн [1–4]. Когда Q(u) = up, p > 2, нечетное число вида
p = 4n + 1, n ∈ N, K(x) = 1√

π
e−x

2
, η = 1, а функция λ удовлетворяет условиям 1,

2 и имеет конечное число особенностей в некоторых точках {tk}nk=1, 1 � n < +∞
(рис. 2), задача (1), (2) первоначально исследовалась в статье [2]. Настоящая работа

Рис. 2. График функции y = λ(t)

посвящена вопросам существования ограниченного решения и изучению некоторых
качественных свойств построенного решения. Недавно Х. А. Хачатряном [4] была
рассмотрена граничная задача (1), (2) в случае, когда Q(u) = up, p = 4n + 1, n ∈ N
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с общим ядром K и функцией λ, удовлетворяющей соответственно условиям A)–C)
и 1, 2. В [4] обобщены результаты работы [2] и решена открытая проблема о единствен-
ности решения в определенном классе функций. Вопрос построения ограниченного
неотрицательного решения граничной задачи (1), (2) в более общем случае, когда
нелинейность Q обладает свойствами I)–III), ядро K — свойствами A)–C), а функ-
ция λ — свойствами 1, 2, достаточно подробно изучен в статье [5].

Настоящая работа посвящена исследованию некоторых качественных свойств ре-
шения рассматриваемой граничной задачи, а также доказательству единственности
решения в достаточно широком классе функций.

Формулировка основных результатов. Основными результатами этой ра-
боты являются такие теоремы.

Теорема 1. Пусть f(x) — неотрицательное и ограниченное решение граничной
задачи (1), (2). Тогда при условиях I)–III), A)–C), 1), 2) данное решение обладает
следующими свойствами:

a) f ∈ C(R+),
b) f(0) = 0 и f(x) > 0 при x > 0,
c) f(x) � ξ, x ∈ R

+, где число ξ — положительное решение функционального
уравнения Q(u) = (1 +M)u (рис. 1), а

M :=

∞∫
0

(λ(t) − 1)dt sup
x∈R

K(x),

d) η − f ∈ L1(R+).
Теорема 2. При условиях теоремы 1 решение граничной задачи (1), (2) един-

ственно в классе неотрицательных и ограниченных на R
+ функций.

2. Доказательство основных результатов.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Сперва докажем непрерывность решения

f(x) на множестве R
+. С этой целью (1) перепишем в виде

Q(f(x)) =

∞∫
0

(K(x− t) −K(x+ t))(λ(t) − 1)f(t)dt +

+

∞∫
0

(K(x− t) −K(x+ t))f(t)dt, x � 0.

(3)

Так как K ∈ L1(R) ∩ CM (R), λ − 1 ∈ L1(R+), а f ∈ M(R+) (CM (R) — пространство
непрерывных и ограниченных на R функций), то, в силу непрерывности свертки
ограниченных и суммируемых функций [6], заключаем, что правая часть (3) принад-
лежит пространству C(R+). Так как Q ∈ C(R+) и Q ↑ на R

+, то из (3) вытекает, что
f ∈ C(R+).

Теперь убедимся в справедливости утверждения b). С одной стороны, из (1), II),
с учетом того, что f ∈ C(R+), K ∈ C(R) и K(−x) = K(x), x ∈ R

+, следует, что
f(0) = 0. Докажем теперь, что f(x) > 0 при x > 0. Так как K ↓ на R

+ и K(−x) =
K(x), x ∈ R

+, то получим неравенство

K(x− t) > K(x+ t), x > 0, t > 0. (4)
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С другой стороны, в силу (2), можно утверждать: существует число r > 0 такое, что
при x > r имеет место неравенство снизу:

f(x) >
η

2
. (5)

Учитывая условие 1 и неравенства (4), (5), из (1) находим, что

Q(f(x)) �
∞∫
r

(K(x− t) −K(x+ t))f(t)dt >

>
η

2

∞∫
r

(K(x− t) −K(x+ t))dt > 0 при x > 0.

(6)

Из монотонности функции Q, в силу (6), приходим к неравенству f(x) > 0 при x > 0.
Теперь займемся доказательством неравенства c). Обозначим

c := sup
x∈R+

f(x).

Из (3) из-за консервативности ядра K (см. условие A)) имеем выражение

Q(f(x)) � c

∞∫
0

(K(x− t) −K(x+ t))(λ(t) − 1)dt +

+ c

∞∫
0

(K(x− t) −K(x+ t))dt � cM + c = (1 +M)c.

(7)

Так как Q ↑ на R
+ и Q ∈ C(R+), то существует y = Q−1(u), причем Q−1 ↑ на

R
+, Q−1 ∈ C(R+). В силу сказанного, из (7) следует, что

f(x) � Q−1((1 +M)c), x ∈ R
+. (8)

Согласно определению супремума, из (8) получаем, что

c � Q−1((1 +M)c),

откуда вытекает, что
Q(c) � (1 +M)c. (9)

Убедимся, что c � ξ. Предположим обратное: c > ξ. Тогда, в силу выпуклости вниз
функции Q на R

+, будем иметь неравенство (рис. 3)

Q(c)
c

>
Q(ξ)
ξ

= 1 +M,

из которого, с учетом (9), приходим к противоречию. Следовательно, c � ξ. Таким
образом, f(x) � c � ξ, x ∈ R

+.
Наконец, займемся доказательством включения d). С этой целью, учитывая

утверждение c), условия 1 и A), оценим следующую разность:

|η −Q(f(x))| =

∣∣∣∣∣∣η
∞∫
0

(K(x− t) +K(x+ t))dt−
∞∫
0

(K(x− t) −K(x+ t))λ(t)f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ �
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�
∞∫
0

K(x− t)|η − λ(t)f(t)|dt + η

∞∫
x

K(t)dt+

∞∫
0

K(x+ t)λ(t)f(t)dt �

�
∞∫
0

K(x− t)|η − f(t)|λ(t)dt + η

∞∫
0

K(x− t)(λ(t) − 1)dt+ η

∞∫
x

K(t)dt +

+ ξ

∞∫
0

K(x+ t)(λ(t) − 1)dt+ ξ

∞∫
x

K(t)dt � (2η + ξ)

∞∫
0

K(x− t)(λ(t) − 1)dt +

+

∞∫
0

K(x− t)|η − f(t)|dt+ (η + ξ)

∞∫
x

K(t)dt+ ξ

∞∫
0

K(x+ t)(λ(t) − 1)dt.

Рис. 3. Пересечение графика функции y = Q(u) и прямой y = (1 + M)u

Итак, получаем такое неравенство:

|η −Q(f(x))| � (2η + ξ)

∞∫
0

K(x− t)(λ(t) − 1)dt+ ξ

∞∫
0

K(x+ t)(λ(t) − 1)dt +

+ (η + ξ)

∞∫
x

K(t)dt+

∞∫
0

K(x− t)|η − f(t)|dt := I1 + I2 + I3 + I4.

(10)

Заметим, что, в силу конечности первого момента ядра K из теоремы Фубини [7],
следует, что

I3 ∈ L1(R+)

и ∞∫
0

I3(x)dx = (η + ξ)

∞∫
0

tK(t)dt < +∞.
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Так как K ∈ L1(R) и λ−1 ∈ L1(R), то, опять используя теорему Фубини, заключаем,
что I1, I2 ∈ L1(R+). Оценим интеграл I4:

I4 � (ξ + η)

r∫
0

K(x− t)dt+

∞∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dt, (11)

где число r > 0 определяется в (5). Убедимся, что
r∫

0

K(x− t)dt ∈ L1(R+). (12)

Пусть A > 0 — произвольное число. Оценим интеграл с учетом конечности первого
момента ядра K:

A∫
0

r∫
0

K(x− t)dtdx =

A∫
0

x∫
x−r

K(y)dydx =

A∫
0

∞∫
x−r

K(y)dydx−
A∫

0

∞∫
x

K(y)dydx �

�
∞∫
0

∞∫
x−r

K(y)dydx+

∞∫
0

yK(y)dy =

∞∫
−r

K(y)

y+r∫
0

dxdy +

∞∫
0

yK(y)dy =

=

∞∫
−r

yK(y)dy + r

∞∫
−r

K(y)dy +

∞∫
0

yK(y)dy < +∞.

Считая, что в полученном неравенстве число A → +∞, приходим к утверждению
(12) и к такому неравенству:

∞∫
0

r∫
0

K(x− t)dtdx �
∞∫

−r
(r + y)K(y)dy +

∞∫
0

yK(y)dy. (13)

Пусть R > r — произвольное число. Проинтегрируем обе части неравенства (10)
в пределах от r до R. Учитывая условия B), 1 и соотношения (12), (13), а также
интегрируемость функций I1, I2, I3, будем иметь выражение

R∫
r

|η −Q(f(x))|dx � (2η + ξ)

∞∫
0

(λ(t) − 1)dt+
ξ

2

∞∫
0

(λ(t) − 1)dt+ (η + ξ)

∞∫
0

tK(t)dt +

+ (η + ξ)

⎛⎝ ∞∫
−r

(r + y)K(y)dy +

∞∫
0

yK(y)dy

⎞⎠+

R∫
r

∞∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dtdx =

=
(

2η +
3ξ
2

) ∞∫
0

(λ(t) − 1)dt+ (2η + 2ξ)

∞∫
0

tK(t)dt+ (η + ξ)

∞∫
−r

(r + y)K(y)dy +

+

R∫
r

R∫
r

K(x−t)|η−f(t)|dtdx+

R∫
r

∞∫
R

K(x−t)|η−f(t)|dtdx �
(

2η +
3ξ
2

) ∞∫
0

(λ(t)−1)dt +
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+ (2η + 2ξ)

∞∫
0

tK(t)dt+ (η + ξ)

∞∫
−r

(r + y)K(y)dy +

+ (η + ξ)

R∫
r

∞∫
R

K(x− t)dtdx +

R∫
r

R∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dtdx =

=
(

2η +
3ξ
2

) ∞∫
0

(λ(t) − 1)dt+ (2η + 2ξ)

∞∫
0

tK(t)dt +

+ (η + ξ)

∞∫
−r

(r + y)K(y)dy + (η + ξ)

R∫
r

∞∫
R−x

K(τ)dτdx +

+

R∫
r

R∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dtdx �
(

2η +
3ξ
2

) ∞∫
0

(λ(t) − 1)dt +

+ (2η + 2ξ)

∞∫
0

tK(t)dt+ (η + ξ)

∞∫
−r

(r + y)K(y)dy + (η + ξ)

R∫
0

∞∫
R−x

K(τ)dτdx +

+

R∫
r

R∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dtdx � Cr +

R∫
r

R∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dtdx,

в котором

Cr :=
(

2η +
3ξ
2

) ∞∫
0

(λ(t) − 1)dt+ (2η + 2ξ)

∞∫
0

tK(t)dt +

+ (η + ξ)

∞∫
−r

K(y)(y + r)dy + (η + ξ)

∞∫
0

∞∫
y

K(τ)dτdy =

=
(

2η +
3ξ
2

) ∞∫
0

(λ(t) − 1)dt+ (3η + 3ξ)

∞∫
0

tK(t)dt+ (η + ξ)

∞∫
−r

K(y)(y + r)dy.

(14)

Итак,
R∫
r

|η −Q(f(x))|dx � Cr +

R∫
r

R∫
r

K(x− t)|η − f(t)|dtdx, (15)

где число Cr задается в соответствии с (14).
Из (15), в силу условия A), следует также, что

R∫
r

|η −Q(f(x))|dx � Cr +

R∫
r

|η − f(t)|dt. (16)
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Введем следующие измеримые множества:

ER1 := {x ∈ [r,R] : f(x) � η},
ER2 := {x ∈ [r,R] : f(x) > η}.

Учитывая свойства I)–III) для функции Q, неравенство (16) можно переписать в виде

∫
ER

1

(η −Q(f(x)))dx +
∫
ER

2

(Q(f(x)) − η)dx � Cr +

R∫
r

|η − f(x)|dx. (17)

Из выпуклости вниз функции Q с учетом неравенства (5) вытекает, что если x ∈ ER2 ,
то α > β (рис. 4).

Рис. 4. Пересечение графика функции y = Q(u) и прямой y =
2(η−Q( η

2 ))

η
u + 2Q

(
η
2

)− η

Следовательно,
Q(f(x)) − η

f(x) − η
= tgα > tgβ =

η − Q(η2 )
η
2

.

Итак, при x ∈ ER2

Q(f(x)) − η �
(

2 − 2Q(η2 )
η

)
(f(x) − η). (18)

Пусть теперь x ∈ ER1 . Проведя прямую через точки (η, η) и (η2 , Q(η2 )) (рис. 5), прихо-
дим к уравнению

y =
2(η −Q(η2 ))

η
u+ 2Q

(η
2

)
− η. (19)

В силу монотонности и выпуклости функций Q, из (19) получим, что

Q(f(x)) �
2η − 2Q(η2 )

η
f(x) + 2Q

(η
2

)
− η
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или

η −Q(f(x)) �
(

2 − 2Q(η2 )
η

)
(η − f(x)) при x ∈ ER1 . (20)

Рис. 5. Графики функций y = Q(u) и y =
2(η−Q(

η
2 ))

η
u + 2Q

(
η
2

)− η

Учитывая (18) и (20), из (17) приходим к неравенству

(
2 − 2Q(η2 )

η

) ∫
ER

1

(η − f(x))dx +
(

2 − 2Q(η2 )
η

) ∫
ER

2

(f(x) − η)dx � Cr +

R∫
r

|η − f(x)|dx,

из которого вытекает, что

2
(

1 − Q(η2 )
η

)⎛⎜⎝∫
ER

1

(η − f(x))dx +
∫
ER

2

(f(x) − η)dx

⎞⎟⎠ � Cr +

R∫
r

|η − f(x)|dx

или

2
(

1 − Q(η2 )
η

) R∫
r

|η − f(x)|dx � Cr +

R∫
r

|η − f(x)|dx.

Следовательно,
R∫
r

|η − f(x)|dx � Cr

(
1 − 2Q(η2 )

η

)−1

. (21)

Приняв, что R → +∞ в (21), получим, что η− f ∈ L1(r,+∞). Так как η− f ∈ L1(0, r)
(в силу непрерывности функции f(x) на R

+), то из вышеприведенного приходим
к завершению доказательства.
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Замечание. В частном случае, когда λ(t) ≡ 1, в работе [8] было доказано, что
задача (1), (2) в классе функций

M := {f(x) : f(x) > 0, x > 0, η − f ∈ L1(R+)}
имеет единственное решение. Но вместе с тем в [8] (а в работе [9] для систем ин-
тегральных уравнений) также установлено, что для уравнения (1) при λ(t) ≡ 1
есть неотрицательное ограниченное монотонно неубывающее решение f, причем
lim

x→+∞ f(x) = η и η − f ∈ L1(R+). Следовательно, заключаем, что если f(x) — неот-

рицательное и ограниченное решение граничной задачи (1), (2) при λ(t) ≡ 1, то f(x)
является монотонно неубывающей функцией на R

+. Более того, при λ(t) ≡ 1 решение
граничной задачи (1), (2) в классе неотрицательных и ограниченных функций на R

+

единственное.
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Предположим, что у задачи (1), (2)

в классе неотрицательных и ограниченных на R
+ функций два разных решения:

f и f̃ . В силу теоремы 1, функции f и f̃ обладают свойствами a)–d). Из d) сразу
следует, что f − f̃ ∈ L1(R+). Если предположим, что задача (1), (2) имеет два раз-
ных неотрицательных и ограниченных на R

+ решения, то, в силу утверждения b)
теоремы 1, существует x0 > 0 такое, что f(x0) �= f̃(x0).

Из утверждения a) теоремы 1, с одной стороны, вытекает, что существует число
δ ∈ (0, x0) такое, что при x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) f(x) �= f̃(x). Но, с другой стороны, из (1)
с учетом (4) имеем неравенство

|Q(f(x)) −Q(f̃(x))| �
∞∫
0

[K(x− t) −K(x+ t)]λ(t)|f(t) − f̃(t)|dt. (22)

Заметим, что

I(x) := λ(x)f(x)

∞∫
0

[K(x− t) −K(x+ t)]λ(t)|f(t) − f̃(t)|dt ∈ L1(R+). (23)

Действительно, так как f − f̃ ∈ L1(R+) ∩M(R+), f ∈ M(R+), а K ∈ L1(R+), то,
представив функцию I(x) в виде

I(x) = (λ(x) − 1)f(x)

∞∫
0

[K(x− t) −K(x+ t)](λ(t) − 1)|f(t) − f̃(t)|dt +

+ (λ(x) − 1)f(x)

∞∫
0

[K(x− t) −K(x+ t)]|f(t) − f̃(t)|dt +

+ f(x)

∞∫
0

[K(x− t) −K(x+ t)](λ(t) − 1)|f(t) − f̃(t)|dt +

+ f(x)

∞∫
0

[K(x− t) −K(x+ t)]|f(t) − f̃(t)|dt,

заключаем, что I ∈ L1(R+).
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Умножим обе части неравенства (22) на функцию λ(x)f(x) и, в силу (23), про-
интегрируем обе части полученного неравенства в пределах от 0 до +∞:
∞∫
0

λ(x)f(x)|Q(f(x))−Q(f̃ (x))|dx �
∞∫
0

λ(x)f(x)

∞∫
0

[K(x− t)−K(x+ t)]λ(t)|f(t)− f̃ (t)|dt.

Используя (1), четность ядра K и теорему Фубини, из последнего неравенства при-
ходим к следующей оценке:

∞∫
0

λ(x)(f(x))|Q(f(x)) −Q(f̃(x))| −Q(f(x))|f(x) − f̃(x)|dx � 0.

Далее, совершая аналогичные рассуждения, как при доказательстве теоремы 2, со-
гласно соответствующему результату работы [8], приходим к противоречию. Теорема
доказана.

3. Приложение задачи (1), (2) в теории p-адических открыто-замкнутых
струн. В динамической теории p-адических открыто-замкнутых струн возникает
следующая система нелинейных псевдодифференциальных уравнений, описывающая
взаимодействие этих струн [1–3, 10–12]:{

p−
1
4 �ψ = ψp

2
+ α2 p−1

2p ψ
p(p−1)

2 (ϕp+1 − 1),

p−
1
2 �ϕ = ϕpψ

p(p−1)
2 , p > 2 − простое число,

(24)

относительно искомых функций ϕ и ψ. Неизвестные функции ϕ и ψ описывают та-
хионные поля для открытых и замкнутых струн, число α— константа взаимодействия
между открытыми и замкнутыми струнными секторами, а � — оператор Даламбера.
В (24), совершив предельный переход при α → 0, приходим к упрощенной системе
уравнений динамики [2, 4] {

p−
1
4 �ψ = ψp

2
,

p−
1
2 �ϕ = ϕpψ

p(p−1)
2 .

(25)

В одномерном случае, когда � = d2

dt2 , система (25) сводится к системе нелинейных
интегральных уравнений [2]

ψp
2
(x) =

√
2
π

∞∫
−∞

e−2(x−t)2ψ(t)dt, x ∈ R, (26)

ϕp(x)ψ
p(p−1)

2 (x) =
1√
π

∞∫
−∞

e−(x−t)2ϕ(t)dt, x ∈ R. (27)

В работе [2] были исследованы такие граничные задачи:
• уравнение (26) с граничным условием lim

x→±∞ψ(x) = 1,

• уравнение (27) с граничным условием lim
x→±∞ϕ(x) = ±1.

В частности, в [2] доказано, что если p = 1 (mod 4), то

λ(t) := ψ− p(p−1)
2 (t) > 1, λ(−t) = λ(t), t ∈ R,

λ− 1 ∈ L1(R+), lim
t→±∞λ(t) = 1.
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Обозначим
Φ(t) = ϕ(t)ψ

p(p−1)
2 (t), t ∈ R.

Тогда относительно функции Φ(t) приходим к следующему нелинейному интеграль-
ному уравнению:

Φp(x) =
1√
π

∞∫
−∞

e−(x−t)2Φ(t)λ(t)dt, x ∈ R, (28)

с граничным условием
lim

x→±∞Φ(x) = ±1. (29)

Легко можно убедиться, что если f(x) является непрерывным и ограниченным на
R

+ решением граничной задачи (1), (2) с ядром K(x) = 1√
π
e−x

2
и нелинейностью

Q(u) = up, p > 2, p = 1 (mod 4), то нечетное продолжение данного решения на R\R
+

Φ(x) :=
{
f(x), если x ∈ R

+,
−f(−x), если x ∈ R \ R

+,

будет решением граничной задачи (28), (29).
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The article considers a boundary value problem for a class of singular integral equations
with an almost total-difference kernel and convex nonlinearity on the positive half-line. This
problem arises in the dynamic theory of p-adic open-closed strings. It is proved that any non-
negative and bounded solution of a given boundary value problem is a continuous function
and the difference between the limit and the solution is itself an integrable function on the
positive half-line. For a particular case, it is proved that the solution is a monotonically
non-decreasing function. A uniqueness theorem is established in the class of nonnegative
and bounded functions. At the conclusion of the article, a specific applied example of this
boundary problem is given.
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