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В работе строится явное спаривание в рядах Картье для формальных групп Лоренца
(X + Y +XY )/(1 + c2XY ), где c— единица кольца целых локального поля. Доказываются ос-
новные свойства этого спаривания — билинейность и инвариантность, которые позволяют с его
помощью строить в явном виде обобщенный символ Гильберта для формальных групп Лоренца
над кольцами целых локальных полей. Библиогр. 15 назв.
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Введение. Спаривание Гильберта для различных формальных групп в явном
виде было построено в работах [1, 2]. В настоящей работе такое спаривание строит-
ся для формальных групп Лоренца, имеющих вид Fl,c(X,Y ) = (X + Y )/(1 + c2XY ),
где c— некоторая единица локального поля, над модулями кривых Картье. При этом
кроме тривиальных свойств типа билинейности доказывается важное свойство — ин-
вариантность, т. е. независимость от выбора переменной. В первом параграфе рабо-
ты даются основные обозначения и вспомогательные утверждения об эндоморфиз-
мах формального модуля, строятся формальные логарифм и экспонента. Во втором
параграфе строится основная функция, играющая важную роль в построении спари-
вания — функция Артина—Хассе. В последнем параграфе определяется явное спари-
вание Гильберта на модулях кривых Картье, проверяется билинейность спаривания
(лемма 3.1), а также формула замены переменной для функции Артина—Хассе (лем-
ма 3.2). Далее в этом параграфе (теорема 3.3) доказывается инвариантность постро-
енного спаривания относительно замены переменной X = g(Y ).

1. Подготовительные вычисления и основные обозначения.

• k— локальное поле, являющееся конечным расширением Qp (где p— простое
нечетное число);

• K — его конечное расширение, содержащее первообразный корень pn-й степени
из единицы ζ;

• R— мультипликативная система представителей Тейхмюллера поля вычетов K
поля K в кольце целых OK ;

• M — максимальный идеал кольца целых OK ,

• T — подполе инерции K/Qp, OT — его кольцо целых,

• c,X — переменные,

• O′
T = OT [c], Mc = XO′

T [[X ]]— идеал в O′
T [X ].
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Пусть ϕ— автоморфизм Фробениуса в T/Qp. Определим оператор Фробениуса ∆
в O′

T [X ]:

∆
(∑

aic
i
)
:=
∑

aϕi c
pi, ai ∈ OT ,

∆
(∑

aiX
i
)
:=
∑

a∆i X
pi, ai ∈ O′

T [c].

Определим следующие формальные группы:

1) над кольцом OT единичную формальную группу Лоренца Fl(X,Y ) = X+Y
1+XY ;

2) над кольцом O′
T формальную группу Лоренца Fl,c(X,Y ) = X+Y

1+c2XY .

Зададим на XO′
T [[X ]] структуру модуля рядов Картье:

f +Fl,c
g = F (f, g), f, g ∈ XMc[[X ]].

Пусть далее Fc(Mc)— формальный модуль Картье группы Fl,c.
Заметим, что имеет место равенство

Fl,c = c−1 cX + cY

1 + cX · cXcY = c−1F1,c(cX, cY ),

а также

th(th−1(X) + th−1(Y )) = th

(
th−1

(
X + Y

1 +XY

))
= F1,c(X,Y )

и, аналогично,
Fl,c(X,Y ) = c−1th(th−1(cX) + th−1(cY )).

Основываясь на справедливости этих равенств, легко вычислить следующие величи-
ны: формальные логарифм и экспоненту групповых законов Fl и Fl,c:

el =
e2x − 1

e2x + 1
, eλl =

1

2
log

(
1 +X

1−X

)
,

λl,c = c−1

(
1

2
log

(
1 + cX

1− cX

))
, el,c = c−1(el(cX, cX)) = c−1 e

2cX − 1

e2cX + 1
;

эндоморфизмы умножения на p:

[p]l =

(
1+X
1−X

)p
− 1

(
1+X
1−X

)p
+ 1

=
(1 +X)

p − (1−X)
p

(1 +X)p + (1−X)p
,

[p]l,c = c−1 (1 + cX)
p − (1− cX)

p

(1 + cX)
p
+ (1− cX)

p

и их ядра:

Ker[p]l =

{
ξ =

ζ − 1

1 + ζ

}
, Ker[p]l,c =

{
ξ = c−1 ζ − 1

1 + ζ

}
,

где ζ — корень p-й степени из 1.
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Из вида [p]l,c ясно, что высота формальной группы Лоренца равна единице, по-
этому можно выписать p-типические логарифмы:

λl,p =
∞∑

n=0

Xpn

pn
, λl,c,p = c−1

∞∑

n=0

(cX)p
n

pn
,

λl,p =

(
1− ∆

p

)−1

(X), λl,c,p = c−1

(
1− cp∆

p

)−1

(X).

Из последнего равенства легко находятся обратные ряды — p-типические экспо-
ненты:

el,p =

(
1− ∆

p

)
(X), el,c,p = c−1

(
1− ∆

p

)
(cX) = c−1

(
1− cp∆

p

)
(X).

2. Функции Артина—Хассе. Введем на XO′
T [[X ]] отображения Ec(f) =

ec(λc,p(f)) и функцию lc(f) = ep,c(λc)(f), т. е. экспоненту Артина—Хассе и обратную
к ней l-функцию Востокова.

Теорема 2..1 (Свойства экспоненты Артина—Хассе). Ec, lc корректно опреде-
лены как функции (т. е. для любого f из XO′

T [[X ]] его образ Ec(f) (lc(f)) лежит в
Fc(Mc)), имеют целые коэффициенты в O′

T и являются взаимно-обратными функ-
циями. Кроме того, выполняются равенства

Ec(f + g) = Ec(f) +Fc
Ec(g); lc(f + g) = lc(f) +Fc

lc(g).

Доказательство. Так как, по определению имеем c∆ = cp, доказательство
можно провести точно также как в предложении 1 работы [3].

Замечание. Заметим что функции Артина—Хассе существенно зависят от вы-
бора переменной X (т. к. оператор Фробениуса зависит от нее). Поэтому логично
снабдить их индексом переменной, т. е. писать Ec,X . Также сам оператор Фробениуса
снабдим индексом переменной и будем писать ∆X .

3. Спаривание. Рассмотрим мультипликативную группу H рядов вида

H = {Xmθε(X) m ∈ Z, θ ∈ R},

где ε(X)— степенной ряд с коэффициентами из R и свободным членом 1.
Для рядов α ∈ H, β ∈ Fc(Mc) определим спаривание:

〈 , 〉c : H× Fc(Mc) −→ O′
T mod (pn,P)

α, β −→ resXΦ(α, β)

sl,c
,

где Φ(α, β) = lc(β) · α−1dα − l(α)c−1d∆
p cλc(β), d := d/dX, l(α) = (1 − ∆/p) log(α),

P(γ) = γ∆ − γ для γ, лежащего в O′
T ; sl,c = [pn]c(ξn). Здесь ξn — корень изогении

[pn]l,c, лежащий в K, а ξn — такой ряд, что ξ(π) = ξ для некоторого фиксированного
простого элемента π из K.

Замечание. В силу того, что lc(β) имеет целые коэффициенты, их имеет и ряд
Φ(α, β).
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Лемма 3..1. Спаривание 〈 , 〉l,c линейно по обоим аргументам, т. е.

1) 〈α1α2, β〉c = 〈α1, β〉c + 〈α2, β〉c; 〈αa, β〉c = a〈α, β〉c;

2) 〈α, β1 +Fc
β2〉c = 〈α, β1〉c + 〈α, β2〉c; 〈α, [a]c(β)〉c = a〈α, β〉c.

Доказательство. Линейность по первому аргументу следует из аддитивности
логарифмической производной αdα/dX и линейности функции l(α). Линейность по
второму аргументу следует из аддитивности производной и формальной аддитивно-
сти l-функции Востокова.

Дальнейшая наша цель — показать инвариантность спаривания относительно за-
мены: X = g(Y ), где g(Y )— ряд из Y O′

T [[Y ]]. Заметим, что любой ряд из β из
XO′

T [[X ]] можно представить в виде β(X) = Ec(lc(β(X))). А значит, в силу билиней-
ности спаривания и формальной аддитивности экспоненты Артина—Хассе, нам будет
достаточно проверить инвариантность для пары X,Ec(aX

m), где a = θck, θ ∈ R.

Лемма 3..2 (Формула замены переменной для экспоненты Артина—Хассе).
Пусть имеется следующая замена переменной X = g(Y ), где g(Y ) ∈ O′

T [[Y ]],
g(0) = 0, пусть a = θcm, θ ∈ R, где R— мультипликативная система предста-
вителей Тейхмюллера поля вычетов K кольца OK . Тогда справедливо равенство

Ec,X(aXm) = Ec,Y

(
c−1

(
1− ∆Y

p

)
S

)
, где S =

∑

r>0

(cagm)p
r

pr
.

При этом ряд c−1(1−∆Y /p)S имеет целые коэффициенты.

Доказательство. Действительно, имеем цепочку равенств

Ec,Y

(
c−1

(
1− ∆Y

p

)
S

)
= ec

((
c−1

(
1− ∆Y

p

)−1
)(

cc−1

(
1− ∆Y

p

)
S

))
=

= ec

(
c−1

∞∑

r=0

(cagm)p
r

pr

)
= Ec,X(aX

m).

Легко видеть, что

c−1

(
1− ∆Y

p

)
S = agm + c−1

∑

r>1

(cagm)p
r − (agm)p

r−1∆Y

pr
.

Теперь заметим, что ca = cθcm = θcm+1, поэтому (xa)∆Y = θpc(m+1)p, а тогда

agm + c−1
∑

r>1

(cagm)p
r − (cagm)p

r−1∆Y

pr
= agm + c−1

∑

r>1

(xα)p
r (gm)p

r − (gm)p
r−1∆Y

pr
.

Стандартным способом (индукцией по r, см. [1]) можно проверить, что слагаемые
вида ((gm)p

r − (gm)p
r−1∆Y )/pr имеют целые коэффициенты.

Теорема 3..1. 〈X,Ec,X(aXm)〉c = 〈g(Y ), Ec,Y (c
−1(1 − ∆Y

p )S)〉c.
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Доказательство. По определению имеем

〈X,Ec,X(aXm)〉c =
resXΦ(X)

sc
mod pn,

〈
g(Y ), Ec,Y

(
c−1

(
1− ∆Y

p

)
S

)〉

c

=
resXΨ(Y )

sc
,

где
Φ(X) = aXm−1,

Ψ(Y ) =

(
c−1

(
1− ∆Y

p

)
S

)
· g(Y )−1dg(Y )− l(g(Y ))c−1d

∆

p
cλc

(
c−1

(
1− ∆Y

p

)
S

)
=

= agm−1dg(Y )

dY
+

+ c−1
∑

r>1

(
(cαgm)p

r−(cαgm)p
r−1∆Y

pr
dg(Y )

dY
− lY (g)

d

dY

(
(cagm)p

r−1∆Y

pr

))
=

= αgm−1 dg(Y )

dY
+

+ c−1
∑

r>1

ap
r

(
(gm)p

r − (gm)p
r−1∆Y

pr
dg(Y )

dY
− lY (g)

d

dY

(
(gm)p

r−1∆Y

pr

))
.

Здесь было учтено равенство ca = cθcm = θcm+1. Дальнейшая проверка проводится,
как в предложении 3 работы [1].

Обратим внимание, что с учетом сказанного перед леммой 3.2 мы доказали и
инвариантность для пары X, β(X). Сформулируем этот факт в виде теоремы.

Теорема 3..2. Для рядов β(X) ∈ Fc(Mc), g(Y ) ∈ O′
T [[Y ]], g(0) = 0 справедливо

равенство
〈X, β(X)〉c = 〈g(Y ), β(g(Y ))〉c.

Проверим теперь инвариантность в случае, когда первая компонента спаривания
α(X) ≡ ε(X) ≡ 1 mod X2 — обратимый по умножению ряд. Пусть g(Y ) ∈ O′

T [[Y ]],
g(0) = 0, Y = Xε(X) = g(X), тогда X = g−1(Y ) (имеется ввиду обратный отно-
сительно композиции ряд). Из теоремы 3.2 следует, что для произвольно ряда β из
формального модуля Fc(Mc) справедливо равенство

〈Y, β(g−1(Y ))〉c = 〈g(X), β(X)〉c = 〈Xε(X), β(X)〉c. (1)

Для доказательства инвариантности нам требуется проверить равенство

〈ε(X), β(X)〉c = 〈ε(g−1(Y ), β(g−1(Y ))〉c, X = g−1(Y ). (2)

Сначала преобразуем левую часть, воспользовавшись свойством формальной адди-
тивности спаривания по второй компоненте:

〈ε(X), β(X)〉c = 〈Xε(X), β(X)〉c −F 〈X, β(X)〉c = 〈ε(X), β(X)〉c −F 〈X, β(X)〉c. (3)
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Здесь последнее равенство следует из (1). Далее, с учетом X = g−1(Y ), получаем

〈X, β(X)〉c = 〈g−1(Y ), β(g−1(Y ))〉c. (4)

Подставляя (4) в (3), имеем

〈ε(X), β(X)〉c = 〈ε(X), β(X)〉c −F 〈g−1(Y ), β(g−1(Y ))〉c = 〈Y (g−1(Y ))
−1
, β(g−1(Y ))〉c.

Заметим, что Y (g−1(Y ))
−1

= g(X)X−1 = Xε(X)X−1 = ε(X), откуда следует (2). На-
конец, рассмотрим общий случай α(X) = Xmθε(X). В силу аддитивности спаривания
по первому аргументу он легко сводится к случаям α = X и α = ε (так как θ лежит в
R— мультипликативной p-делимой группе). Таким образом, мы доказали следующее
утверждение.

Теорема 3..3. Для рядов α(X) ∈ H, β(X) ∈ Fc(Mc), g(Y ) ∈ O′
T [[Y ]], g(0) = 0

справедливо равенство

〈α(X), β(X)〉c = 〈α(g(Y )), β(g(Y ))〉c.
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HILBERT PAIRING ON LORENTZ FORMAL GROUP
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In this paper, we construct explicit pairing in Cartier series for formal Lorentz groups of the form:
(X + Y +XY )/(1 + c2XY ), where c is unit of the ring of integers of the local field. At the same time,
except for trivial properties such as bilinearity we prove important property — invariance, i. e. independence
from selecting a variable. These properties, with the aid of pairing above, allow us to explicitly construct
the generalized Hilbert symbol for formal Lorentz groups over rings of integers of local fields. In the first
section of the paper are the basic notation and auxiliary results on endomorphisms of formal module,
formal logarithm and exponent are constructed. In the second section, we build the main function, which
plays an important role in the construction of the pairing — an Artin—Hasse function. In the last section
we define Hilbert pairing on modules of Cartier curves explicitly, also we check bilinearity of pairing
(see lemma 3.1) and variable substitution formula for Artin—Hasse function (lemma 3.2). Further in this
section we prove invariance of the constructed paring regarding variable substitution X = g(Y ). Refs 15.

Keywords: pairing on formal module, formal group law.
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Zahlkörper (Reziprozitätsgesetz, Leipzig, Berlin, 1930, II) [in German].
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