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�� ��
�����
���� f�� ����" #����"�$ ����� �� ��� ���" ���� �� �"���(� ���
���������$� ����$��� �� ��� �������"� ��  �p���"���� �������"�) o�� ���  �p���"���� �����
���"� k���  ����q ���� ����� �"��� �� �k� ���������� �� �����k�) b" ����� �"�� k���
��� &����$�'�� �������� r*q 0sq #����"�$%&����$�'�� ��"����"��� ��� ��"������� �� #���
��"�$ ��"����"� ��� ��������� �"������) b" ����� �"�� k��� ��� �(���'��" �������� rJq .s
��� �����" �������"� ��� ��� �� ���"/ ��� ��������� #����"�$ ��"����" ��� ���  ���$���$�
���"/ ��� ���!�������� �� ��� ������ �� �������� "�� �" ��� k���� ��� �� ��� �"��/��� ���$��
��� �" ���� ������) f�� !�"����" �� ����� ���������� �� ���� ������������ ��� �� �"���(�
��� ��������� �� ����� ���� �������) b" rTt^sq ��� � �� k�� ������� �� ������� ��� �����
��$�  �l"���"��� �� ��� ��"����"�� k��� ���� ��" ����" �" ��� ������� �(���'��"����� ���
�� ��"����"� �"�� k���� �����"�"/ ��� ����� ��������� ��" ����"�) f��� �� � �� �������� ��
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�����" ��u���"� ��" ����"� ��� ��� ���������� ��������� �� ����� ���� ������� �� /�"����
����q �� k��� �� "�������� �" ��u���"� ��" ����"� ��� ��� ���������� ��������� �� ��"���
����� ���� �������)

b" ���� ����� k� �"$����/��� ��� ����� �� ��� �5����"�� �� �" ���������� �������"�
�������" �" "�"��"��� ����� ���� �������) f�� ��"���� �� �" ���������� �������"� �������"
��� ��� ������� ��  �p���"���� �������"� k�� �"��� ��� �� m���$ �" r,s ��� ��� ��"/ ���
�����"� k��� � ������"/ ����$��� ��� �"l"����� �"������"/ ����� �" k���� ��� ����� ���� ���
"�� ��� �"$����"� ���� �� ��� �"�����  �p���"���� �������"�) ` "����� �� ������ ���  �$��� 
�� ���� �����q ���q ��� �5�����q r+t**s) o�� ����� ���� �������q ��� ��"���� �� �" ����������
�������"� �������" k�� �"��� ��� �" r*0sq �" �" ������ r*Jq *.s ���� ��u���"� ��" ����"
��� �� �5����"�� ��$� ���" ���������� ) b" ���� ����� k� �����"� � �� �l�����" �� ���
��u���"� ��" ����"� ��� ��� �5����"�� �� �" ���������� �������"� �������") f�� ���" � ��
�� �� �  �� ��� ��" ����" �� ������$�  �l"���"��� �� ��� ��"����"�� �"� ���� ��" ����"q
k���� ���� �� �����l� �" ��� ������� �(���'��"����� ��� �� ��"����"�) f��� �� � ��
�������� �� k��'�" ��� ����������"� �" ���  ���$���$� �� ��� ��"����"�� k��� ������� �� ���
�������"� �� ��� ������ v�" ���������" k��� r*0swq ��� �� ��� ���� ���� ����"/���"� ���
����������" �" ��� ������ �� ��� ��"����"�� ������) b" /�"���� �����q ���  �p���"�� ���k��"
��� ������ �����"� �" r*0s �" ��� �"� �����"�� ���� �� ���� ������  ���"������ ��
������� k��� �����������"� �� ��� �����k�"/ ����x

ẋ = F (t, xt) +R(t, xt),

k���� ��� ������
ẋ = F (t, xt)

��� �" �������������� ������ ���$��� �������"q �" � ��"����"�� R(t, xt) ���� ����

‖R(t, xt)‖ � γ(t) −→ 0 �� t −→ +∞.
b" r*0sq ��� �5����"�� �� �" ���������� �������"� �������" �� /����"��� �� ��� ��" ����"
�� ��� ��"$��/�"�� �� ��� �������� �"��/��� �� ��� ��"����" γ(t)) b" ��� �����"� �����q
���� ��" ����" �� "�� "�� � ) g�k�$��q �" ��� ��"����"�� V (t, xt)q k��� ��� ���� �� k����
��� ������ �� �"$����/��� q �" �  ����"�� ��" ����" �� ������ q ��� ����"�� �� k���� �� ��
�����k�x V ���� �� �" �"������"/ ��"����" �� ��� "��� ‖x‖h)

 � !������������� h�"�� �� ��� ����� ���� ������

ẋ = f(t, x(t), x(t − h)), v*w

k���� x(t) ∈ Rn �" ��� ����� ���� h > 0) #�� ��� $������$���� ��"����" f(t, x, y) ��
 �l"� ��� t � 0q x ∈ Rn �" y ∈ Rn) y� ������ ���� ���� ��"����" �� ��"��"���� �"
��� $�������� �" �����l�� ��� #�������( ��" ����" k��� ������� �� ��� ��/���"�� x �" y)
o��� "�k �" k� ������ ���� �"����� ��"����"� ����"/ �� ��� ����� �� ��"��"���� $�����
��"����"� C

(
[−h, 0], Rn) �"  �"��� X = C

(
[−h, 0], Rn)q R1

+ =
{
t ∈ R1

∣∣ t � 0
}
) b� �� k���

'"�k" ���� r*Tsq ���� ��� ���$� ����������"� �" ��� ��/�����" �� � �� ������ v*w �"����
��� �5����"�� �" �"����"��� �� � �������" x(t, t0, ϕ) ��� �"� t0 ∈ R1

+ �" ϕ ∈ X ) o�� /�$�"
t0 ∈ R1

+ �" ϕ ∈ X ��� ����� �� ��� ������ �� ���� t ��  �l"� ��

xt(t0, ϕ) = x(t+ s, t0, ϕ), s ∈ [−h, 0].
o��� "�k �" k� ��� ��� c���� ��" "��� ��� $������q �" ��� ��"����"� ϕ ∈ X k� ��� ���
�"����� "���x

‖ϕ‖h = sup
s∈[−h,0]

‖ϕ(s)‖.

�CDEFGH �
I�� 
JGHKLMFLN OLECOLEGHL� �FPQJOLEGHL��� ;0;;� �� ��� ���� ; *++



"�#��
��� �� f�� �������" x = 0 �� ����� � ���������� �������"� �������" �" ���
���/� �� ��� �������"� �� ������ v*w ���  �l"� �" ��� ��� t � t0 �" 

‖x(t, t0, ϕ)‖ −→ 0 �� t −→ +∞.

#�� ��� ��"����" λ(t) ��  �l"� �" ��"��"���� ��� ���� t ∈ R1
+)

"�#��
���  � ` ��"����" W (t, x) �� ����� "�/���$�  �l"��� �" ��� ��� ‖x‖ � λ(t) ��
��� �����k�"/ ��" ����"� ��� �����l� x

a) W (t, x) �� ��"��"���� �" ��� $�������� �" ��� ��� t ∈ R1
+q x ∈ Rnz

b) W (t, x) � −W1(x) �" ��� ‖x‖ � λ(t)q k���� � ��"����" W1(x) �� ��"��"���� �" 
������$�  �l"��� �" ��� ��� x ∈ Rn)

#�� � ��"����"�� V (t, ϕ) ��  �l"� �" ��� ��� X ��� ���� t ∈ R1
+) f��� ��"����"�� k���

�� �" ������ �� � �����"/ V : R1
+ ×X → R1)

"�#��
��� $� f�� ��"����"�� V (t, ϕ) �� ��� �� �� ��"��"���� �" ��� ��� R1
+ ×X ��

��� �"� ε > 0q t ∈ R1
+ �" ϕ ∈ X ����� �5���� � $���� δ > 0 ���� ����q ��� �"� τ ∈ R1

+ �" 
ψ ∈ X k��� |t− τ |+ ‖ϕ− ψ‖h < δq |V (t, ϕ) − V (τ, ψ)| < ε)

b� k� ���������� � �������" x(t, t0, ϕ) �"�� ��� ��"����"�� V k� /�� � ��"����" v(t) =
V
(
t, xt(t0, ϕ)

)
)

"�#��
��� %� f��  ���$���$� �� ��� ��"����"�� V (t, xt) ���"/ ��� �������" x(t, t0, ϕ)
�� ��� ��"����"�� W (t, xt) k���� �����l�� ��� �����k�"/ ��" ����"x

v̇(t) ≡W (t, xt(t0, ϕ)).
f��� � �"���� ����� ��� ��� ��� t � t0 ��� k���� ��� ��/�����" �� � ��  �l"� ) -���
� ��"����"�� W (t, xt)q �� �� �5����q k��� ��  �"��� �� V̇ |(1)(t, xt)) `" �" ���� ���� ���
��"����"�� V (t, xt) k��� �� �����  �p���"������ ���"/ ��� �������"� �� ��� ������ v*w)

$� &�'����
 �����
��� 	�� 
�� �(��
���� �	 ����
�
�� ��������
 ���
���
�� 
�� ���)�� #�� �� ������� ��� ���� H > 0 ��� ��"����" f(t, x, y) �� �"������� ���" � 
�" t � 0 �" ��� ��� ‖x‖ � H q ‖y‖ � H q �" �"��� ��� ��� ���

S =
{
ϕ ∈ X ∣∣ ‖ϕ(s)‖ < ‖ϕ(0)‖, s ∈ [−h, 0)}.

*������ �� M�� V (t, xt) ��� W (t, xt) �� N��������� �� ��� ��� R1
+ ×X G��N�������

�����G���E ��� N���������:
• V1

(‖x(t)‖) � V (t, xt) � V2
(‖xt‖h)� O���� ��� G��N����� V1(r) ��� V2(r) ��� ��������

��P���� �� ��� ��� r � 0� ��� V1(r)→ +∞ �� r → +∞;
• ����� �Q���� δ > 0 ��N� ���� v(t) > v(ξ) G�� ��� ξ ∈ [t− δ, t) ��� xt ∈ S;
• V̇ |(1)(t, xt) = W (t, xt) � W1(t, x)� O���� ��� G��N���� W1(t, x) �� ��E����� ��P����

�� ��� ��� ‖x‖ � λ(t);
• lim
t→+∞ sup

‖x‖<λ(t)
W1(t, x) � 0;

• λ(t) ∈ C0
(
[0,+∞)

)
� λ(t) > 0 ��� λ(t)→ 0 �� t→ +∞,

���� x = 0 �� ���������N R����N��� �������� �� ��� ���E� G�� ���S�N������ �G ������ (1)

a � � � �) y� ��"�� �� �" ��������� t0 � 0 �" �" ��������� �"����� ��"����"

ϕ(t) ∈ C0[t0 − h, t0]) {� $����� �� ��� ��" ����"� �� ��� �������q ��� ��"����"���
V (t, xt) �" W (t, xt) ���  �l"� �" ��"��"���� �" ��� ��� R1

+ × X q ��"�����"���q ���
v(t) = V (t, xt(t0, ϕ)) ��� �������� v̇(t) = w(t) = W (t, xt(t0, ϕ)) k��� �� �����l� �$�� ���
�"���� �"���$�� �� ��� �5����"�� �� ��� �������" t ∈ [t0, T (t0, ϕ))) f���q ��� ��� a �" b ����
011 �CDEFGH �
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[
t0, T (t0, ϕ)

)
k� ��$�

v(b) = v(a) +

b∫
a

w(t) dt. v0w

b�n� ����� ���� T (t0, ϕ) ��� �� ����� �� +∞) o�� ��� ��'� �� ���������� k�  �"��� x(t, t0, ϕ)
�� x(t)) �

*) #�� �� ���$� ���� x(t) ��  �l"� �" ��� �"���$�� [t0,+∞)) `����� ��� ��"$����)
#�� ����� �5���� � ����"� �� ���� t∗ > t0 ���� ���� x(t) ��  �l"� ��� ��� t ∈ [t0, t∗) �" 
"��  �l"� ��� t = t∗) f��"q �" ��� �"� ��" q ������ ����� �5��� � ��"���"� H0 > 0 �" 
� �����"�� τk → t∗−0 ���� ���� ‖x(τk)‖ � H0 ��� ��� k � 1q ���� ��"��� ���� ��� �5����"��
�" �"����"��� ������� �� ��� ���" �"����� �������q ��

‖x(t)‖ −→ +∞ �� t −→ t∗ − 0.

f��" ���� ��� l��� ��" ����" �� ��� ������� �� �����k� ����

v(t) −→ +∞ �� t −→ t∗ − 0. vJw

4" ��� ����� ��" q ���� ��� l��� ��" ����" �� ��� ������� �� �����k� ���� ����� �5����
t1 � t0 ���� ���� ‖x(t)‖ � λ(t) ��� ��� t ∈ [t1, t∗)) f��������q ���"/ ��� ���� ��" ����" ��
��� �������q k� ��$� v(t) � v(t1) ��� ��� t ∈ [t1, t∗)q ���� ��"��� ���� �������" vJw)

0) #�� �� ���$� ���� x(t) �� ���" � �" ��� �"���$�� [t0,+∞)) o��� ��� l��� ��" ����"
�� ��� ������� �� �����k� ���� ����� �5���� � ��"���"� L1 > 0 ���� ���� λ(t) � L1 ��� ���
t � 0) #�� L2 > 0 �� � ��"���"� ���� ���� ‖ϕ‖h � L2q �" L = max{L1, L2}) `����� ����
x(t) �� �"���" � �" ��� ��� t � t0q ���" ����� �5���� � ����"� �� ���� T > t0 ���� ����
‖x(T )‖ = 2L �" ‖x(t)‖ < 2L ��� ��� t ∈ [t0, T )) f��� ���"� ���� xT ∈ Sq ��"�����"���q
v̇(T ) � 0) vb� �����k� ���� ����" ��" ����" �� f������ *)w {�� �� $����� �� ���� ��" ����"
�� ��� ������� k� ��$� v̇(T ) < 0) f��� ��"��� �����" ���"� ���� x(t) < 2L ��� ��� t � t0)

J) #�� �� ���$� ���� x(t) → 0 �� t → +∞) `����� ��� ��"$����) #�� ����� �5���
� $���� α > 0 �" �����"�� tk → +∞ �� k → +∞ ���� ����

‖x(tk)‖ � α ��� ��� k � 1. v.w

fk� ��������"� ��� ��������x
v`w ����� �5���� T1 � t0 ���� ���� ‖x(t)‖ � λ(t) ��� ��� t � T1z
v{w ����� �5���� �����"�� �� �"���$��� (τk, τ

k)q τk → +∞ �� k → +∞ ���� ����
‖x(t)‖ < λ(t) ��� �"� t ∈ (τk, τ

k)q �" ‖x(t)‖ � λ(t) ��� �"� t ∈ [τk, τk+1])
������ �� f�� ��"����" λ(t) → 0 �� t → +∞q ��"�����"���q ��� �"� α > 0 �� ��

�������� �� l" � ����"� �� ���� T2 � 0 ���� ���� λ(t) < α/2 ��� ��� t � T2) #�� �����
�5��� θ1 �" θ2q T2 � θ1 < θ2q ��$�"/ ��� �������� ���� ‖x(θ1)‖ = α

2 q ‖x(θ2)‖ = α �" 
‖x(t)‖ ∈ [α2 , α] �� t ∈ [θ1, θ2]) b" ���� ���� ��� ���� t ∈ [θ1, θ2]q x(t) ����"/� �� ��� ���
‖x‖ � λ(t) �" k���� ��� ��"����" W1(t, x) �� "�/���$�  �l"���) f��" ����� �5��� � ������$�
 �l"��� �" Rn ��"����" W (x) ���� ���� W1(t, x) � −W (x) �" ��� ��� ‖x‖ � λ(t))

o�� �"� β1 > 0 �" β2 > 0q β1 < β2 k�  �l"� � $����

γ(β1, β2) = min
β1�‖x‖�β2

W (x), γ > 0.

`�����"/ ��� �������" v0w �" ��� ������ ���� θ1 �� θ2 �" ���� ��" ����" �� ��� �������q
k� �����"

v(θ2)− v(θ1) �
θ2∫
θ1

W1(τ, x(τ)) dτ � −
θ2∫
θ1

W (x(τ)) dτ � −γ(θ2 − θ1). vTw
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y�  �"��� mi = sup |fi(t, x, y)| �" ��� ��� t � 0q ‖x‖ � 2Lq ‖y‖ � 2Lq M =√
m2

1 + . . .+m2
n �" ������"/ #�/��"/�n� ������� �" ��� ���" $����q �������� ��� ��"/��

�� [θ1, θ2]x

α

2
� ‖x(θ2)− x(θ1)‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi(θ2)− xi(θ1))2 = (θ2 − θ1)
√√√√ n∑

i=1

f2
i

(
ξi, x(ξi), x(ξi − h)

)
�

� (θ2 − θ1)
√
m2

1 + . . .+m2
n =M(θ2 − θ1).

g��� xi(τ) �� i��� ���� �"��� �� ��� $��������"����" x(τ) �" ξi ∈ [θ1, θ2]q i = 1, . . . , n)
f���q

θ2 − θ1 � α

2M
. vXw

#�� �� ��"�� �� ��� ��������" v`w) f���� ��� �k� ����� �� ��������" v`wx
v`*w ����� �5��� α1 > 0 �" T3 � T1 ���� ���� ‖x(t)‖ ∈ [α1, 2L] ��� ��� t � T3z
v`0w ����� �5���� �����"�� tk → +∞ �� k → +∞ ���� ���� ‖x(tk)‖ → 0 �� k → +∞)
b" ���� v`*w ����� �5���� T � T3 ���� ���� λ(t) < α1 ��� t � T ) -� x(t) ����"/� ��

��� ��� ‖x‖ � λ(t) �� t � T q ���"q �� $����� �� ����' *q k� ��$�

v(t)− v(T ) �
t∫

T

W1(τ, x(τ)) dτ � −
t∫

T

W (x(τ)) dτ � −γ(α1, 2L)(t− T ).

f��� �"�������� ��"��� ���� ��� "�"�"�/���$��� �� ��� ��"����" v(t) ��� t > T + v(T )
γ )

b" ���� v`0w ����� �5��� � $���� α > 0 �" � �����"�� �� ��/��"�� [θk, θ
k]q θ1 � T q

θk → +∞ �� k → +∞ ���� ���� ‖x(θk)‖ = α/2q ‖x(θk)‖ = α �" ‖x(t)‖ ∈ [α2 , α] ��
t ∈ [θk, θ

k]) `�����"/ ����' *q ��� ���� t � T2q k� /��

v(t) � v(θ1) +

t∫
θ1

W1(τ, x(τ)) dτ � v(θ1)− γ(α/2, α)
m(t)∑
k=1

(θk − θk), v^w

k���� m(t)→ +∞ �� t→ +∞) {� $����� �� ����' * �" �������� vXwq ��� ��� k � 1 ���
�����k�"/ �"�������� ��� �x

θk − θk � α

2M
,

��"�����"���q ��� ��/�����" �� � �� �"�������� v^w ��" � �� −∞ �� t→ +∞) f��� ��"����
 ���� ��� "�"�"�/���$��� �� ��� ��"����" v(t)) f���q k� ��$� ���������� ���� ��� ��������"
v`w �� ����������)

#�� �� ��"�� �� ��������" v{w) o���� k�  �l"� � $���� ε = αγ(α/2,α)
8M q k���� αq γq M

��� ��� $�����  �l"� �" ����' *) o������q k������ ���� �� /�"�������q k� ������ ����
��� ���"�� tk ��� ��� ����� ��5���� ���"�� �� ��� ��"����" ‖x(t)‖ �" "��� ���� ����� ���
�k� ����� �� ��������" v{wx

v{*w ����� �5���� � "����� k∗q tk∗ � T2 ���� ���� xtk∗ ∈ Sz
v{0w ��� �"� "����� k ���� ���� tk � T2q ����� �5���� τ ∈ [tk − h, tk) ���� ����

‖x(τ)‖ � ‖x(tk)‖. v,w
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b" ���� v{*wq �" ��� �"� ��" q ���� ��� ����" ��" ����" �� ��� ������� �� �����k�
���� v̇(tk∗) � 0) 4" ��� ����� ��" q ‖x(tk∗)‖ � λ(tk∗)q ��"�����"���q v̇(tk∗) < 0) f���q
���� v{*w �� ����������)

b" ���� v{0w k� "��� ���� ‖x(tk)‖ ∈ [α, 2L] �"  �"��� $�����

η1 = min
r∈[α,2L]

V1(r) �" η2 = max
r∈[α,2L]

V2(r).

f��"q �� $����� �� l��� ��" ����" �� ��� �������q v(tk) ∈ [η1, η2] �" q ��"�����"���q �����
�5��� � $���� η ∈ [η1, η2] �" �����"�� v(tks)→ η �� s→ +∞) f��������q ��� ��� ������� 
"����� ε ����� �5���� "������ "����� s∗ ���� ����

η − ε < v(tks) < η + ε ��� ��� s � s∗. v+w

#�� �� "��� ���� �" ��� ��� s � s∗ �� �� �������� �� l" � ��/��"� [tks , tks+1 ] ���� ����

[tks , tks+1 ]
⋂ +∞⋃

m=1

(τm, τ
m) �= Ø. v*1w

#�� [tks , tks+1 ] �� ��� ��/��"� ���� �����l�� ��" ����" v*1wq ���" ����� �5���� � "������
"����� ls � 1 ���� ���� ���� ��/��"� ��" �� �������"�� �� �����k�x

[tks , tks+1 ] =

ls−1⋃
i=0

[tks+i, tks+i+1], tks+ls = tks+1 .

#�� �� ��"�� �� � ��/��"� [tks+i, tks+i+1] �" "��� ���� ������ ‖x(t)‖ � λ(t) ��� t ∈
[tks+i, tks+i+1]q ���"

v(tks+i+1)− v(tks+i) < 0, v**w

�� ����� �5��� �"���$��� (τ̃m, τ̃
m) ∈ [tks+i, tks+i+1]q m = 1, . . . , piq ���� ���� ‖x(t)‖ < λ(t)

��� t ∈ (τ̃m, τ̃
m)) o��� ��� ������ ��" ����" �� ��� ������� �� �����k� ���� ����� �5����

� ��"��"���� �" "�"�"�/���$� �� t ∈ R1
+ ��"����" Λ(t) ��������"/ ��� �����k�"/ ��" ����"�x

vh*w Λ(t) � sup
‖x‖<λ(t)

W1(t, x)z

vh0w Λ(t)→ 0 �� t→ +∞.
o��� vh0w k� ��$� ���� ����� �5��� � ����"� �� ���� T4 � T2 ���� ����

a+h∫
a

Λ(t) dt < 4ε ��� ��� a � T4. v*0w

o��� v.w �" v,w �� �����k� ���� ����� �5��� ���"������ δ1 � 0 �" δ2 � 0 ���� ����
vd*w ‖x(tks+i + δ1)‖ = α �" ‖x(tks+i+1 − δ2)‖ = αz
vd0w ‖x(t)‖ < α �� t ∈ [tks+i + δ1, t

ks+i+1 − δ2]z
vdJw 0 < tks+i+1 − δ2 − tks+i + δ1 < h)
o��� vd*w �" vd0w �� �����k� ���� ����� �5���� ζ1 ∈ [tks+i + δ1, τ̃1] �" ζ2 ∈

[τ̃pi , tks+i+1 − δ2] ���� ���� ‖x(ζ1)‖ = α/2q ‖x(t)‖ ∈ [α/2, α] �� t ∈ [tks+i + δ1, ζ1]
�" ‖x(ζ2)‖ = α/2q ‖x(t)‖ ∈ [α/2, α] �� t ∈ [ζ2, t

ks+i+1 − δ2]z �" ���� (D3) k� ��$�∑pi
m=1(τ̃

m − τ̃m) < h) `�����"/ �������" v0w �" ��� ������ ���� tks+i �� tks+i+1q ��� ����
i ∈ [0, ls − 1] k� /��x

�CDEFGH �
I�� 
JGHKLMFLN OLECOLEGHL� �FPQJOLEGHL��� ;0;;� �� ��� ���� ; 01J



v(tks+i+1)− v(tks+i) �
tks+i+δ1∫
tks+i

w1(t) dt+

ζ1∫
tks+i+δ1

w1(t) dt+

ζ2∫
ζ1

w1(t) dt+

+

tks+i+1−δ2∫
ζ2

w1(t) dt+

tks+i+1∫
tks+i+1−δ2

w1(t) dt = I1 + I2 + I3 + I4 + I5,

���� w1(t) = W1(t, x(t))) #�� �� �������� ���� ���� �� ���� ��� �" ��� ��� s � s∗ �" 
tks � T4x
• I1 � 0 �" I5 � 0 �� $����� �� ��� ���� ��" ����" �� ��� �������z

• I2 � − γ(α/2,α)α2M �" I4 � − γ(α/2,α)α2M �� $����� �� �"���������� vTw �" vXw �� ��
���' *z
• �� �������� I3q k� �������"� ��� ��/��"� [ζ1, ζ2] �" ��� �����k�"/ ���� [ζ1, ζ2] =

Ω1

⋃
Ω2q k���� Ω1 =

{
t ∈ [ζ1, ζ2]

∣∣ ‖x(t)‖ � λ(t)
}
q �" Ω2 =

{
t ∈ [ζ1, ζ2]

∣∣ ‖x(t)‖ < λ(t)
}
)

f��"q ���"/ �������" v*0wq �"�������� (C1) �" ��� ���� ��" ����" �� ��� �������q k� /��

I3 =

∫
Ω1

w1(t) dt +

∫
Ω2

w1(t) dt �
∫
Ω2

w1(t) dt �
∫
Ω1

Λ(t) dt < 4ε.

h�"�����"���q ��� ���� i ∈ [0, ls − 1]q ��� ���� s � s∗ �" ��� ���� tks � T4 ���
�"�������� ��� �

v(tks+i+1)− v(tks+i) < −4ε. v*Jw

f���q ���"/ �������" v0w �" ��� ������ ���� tks �� tks+1 �" ���� v+wtv11wq v*Jwq k�
�����" ��� �����k�"/ ��"��� �����"x

−2ε < v(tks+1)− v(tks) =
ls−1∑
i=0

tks+i+1∫
tks+i

w1(t) dt < −4lsε � −4ε.

-� ��� ��������" v{w �� ���������� �" x(t) −→ 0 �� t→ +∞) f�� ������� �� ���$� )
%� &�'����
 �����
��� �	 ����
�
�� �
�����
�� o������ k� ���" �" ��� ��" ����"

�"������� ���" � "��� �� ��� $��������"����" f(t, x, y) k��� ������� �� t � 0 �" ��� ���
‖x‖ � H q ‖y‖ � H q �" ������ ���� ������ v*w ��� � ���$��� �������")

*������  � M�� V (t, xt) ��� W (t, xt) �� N��������� �� ��� ��� R1
+ ×X G��N�������

�����G���E ��� N���������T
• V1

(‖x(t)‖) � V (t, xt) � V2
(‖xt‖h)� O���� ��� G��N����� V1(r) ��� V2(r) ��� ��������

��P���� �� ��� ��� r � 0� ��� 0 � r � H ;
• ����� �Q���� δ > 0 ��N� ���� v(t) > v(ξ) G�� ��� ξ ∈ [t− δ, t) ��� xt ∈ S;
• V̇ |(1)(t, xt) = W (t, xt) � W1(t, x)� O���� ��� G��N���� W1(t, x) �� ��E����� ��P����

�� ��� ��� λ(t) � ‖x‖ � H ;
• lim
t→+∞ sup

‖x‖<λ(t)
W1(t, x) � 0;

• λ(t) ∈ C0
(
[0,+∞)

)
� λ(t) > 0 ��� λ(t)→ 0 �� t→ +∞�

���� ��� ������� �������� �G ��� ������ v*w �� ���������N���� ������

a � � � �) #�� �� ���k ���� ��� ���$��� �������" �� ������ v*w �� #����"�$ ������q �) �)

��� �$��� ε > 0 �" t0 � 0 ����� �5���� δ = δ(ε, t0) > 0 ���� ���� ��� �"� �"����� ��"����"�
ϕ ∈ X q ‖ϕ‖h < δq k� ��$�

∥∥x(t, t0, ϕ)∥∥ < ε ��� ��� t � t0) �

01. �CDEFGH �
I�� 
JGHKLMFLN OLECOLEGHL� �FPQJOLEGHL��� ;0;;� �� ��� ���� ;



#�� �� ��� �" ��������� "����� ε > 0) o��� l��� ��" ����" �� f������ 0 �� �����k�
���� ����� �5���� � ����"� T � t0 ���� ���� λ(t) < ε/2 �� t � T ) -�"�� x(t, t0, ϕ)  ���" �
��"��"������ �" ϕ v���q ��� �5����� r*Tswq �� ��� $����� ε �" T k� ��" l" � "�����
δ ∈ (0, ε) ���� ���� �� ‖ϕ‖h < δq ���"

∥∥x(t, t0, ϕ)∥∥ < ε/2 ��� ��� t ∈ [t0, T ])

-������q ���� ����� �5���� t∗ > T ���� ����
∥∥x(t∗, t0, ϕ)∥∥ = ε) `" ��� t∗ �� ��� l���

����"� k��" ��� �������" x(t, t0, ϕ) ������� ��� ������ ‖x‖ = ε)
f��" �" �"� �� � xt∗ ∈ S �" v̇(t∗) � 0z �" �" ��� ����� �� � v̇(t∗) < 0 �� $����� ��

���� ��" ����" �� f������ 0) f��� ��"��� �����" ������ ��� #����"�$ ��������� �� ���$���
�������" �� ������ v*w)

f�� ����� �� ��� ���������� ��������� �� ��� ���$��� �������" k��� ������ ��� ����� ��
��� ���� ���� �� f������ *q k��� ��� �"��  �p���"�� ���� �������� vXw ��" �� �����"� 
���"/ ��� ���� ���� ������ v*w ��� � ���$��� �������" �" ��� ��/�����" �� � �� ������ v*w
�����l�� ��� #�������( ��" ����") f�� ������� �� ���$� )

������  � j��� ���� ��� $���l�����" �� ��� ����" ��" ����" �� ��� ���$� ��������
�" ��� /�"���� ���� ����� �� �� $���  �u����) g�k�$��q �� ��" �� ������ $���l� ��� � k� �
����� �� ��"����"���)

+(������ b" ���� ����q ��� ����������" �� ��� ���$� �������� �� ���������� �� ���
�5������ �� ������ "�"��"���  �p���"����� �p���"�� �������")

#�� �� ��"�� �� ��� �������"

ẋ = −2x3(t) + x3(t− h) + 1
3
√
1 + t

v*.w

�" ��� ��"����"��

V = x4(t) +

t∫
t−h

x6(s) ds. v*Tw

f��� ��"����"�� �� ��"��"���� �" ��� ��"�� �� d�l"����" J �" �����l�� ��� l��� ��" ����" ��
f������ *q k���� V1

(‖x‖) = ‖x‖4 �" V2
(‖x‖h) = ‖x‖4h + h‖x‖6h) f�� ����" ��" ����"

�� f������ * �� �����l�� ���q ��"�� �� xt ∈ Sq ���" x4(t) > x4(ξ) �� ξ ∈ [t − h, t) �" q
��"�����"���q ��� ��"����" γ(t) =

t∫
t−h

x6(s) ds �����l�� ��� ��" ����" γ̇(t) > 0) f���q

� $���� δ ���� ����" ��" ����" �� f������ * ����� �5����) f�� ��"����"�� W (t, xt) =

−7x6(t)+4x3(t)x3(t−h)+ 4x3(t)
3
√
1+t
−x6(t−h) �� ���� ��"��"���� �" ��� ��"�� �� d�l"����" J)

`��"/ �" ��������� �������" x(t) = x(t, t0, ϕ) �� �������" v*.w ��� ��"����" v̇(t) ���� ��"
�� ���" ���"/ ��� ����� ����� ��  �p���"������"q ���"�� �� k��� W

(
t, xt(t0, ϕ)

)
) f��"q ��

$����� �� d�l"����" .q k� ��$�

V̇ |(14)(t, xt) =W (t, xt),

k����

W (t, xt) = −7x6(t) + 4x3(t)x3(t− h) + 4x3(t)
3
√
1 + t

− x6(t− h) =

= −3x6(t)− (2x3(t)− x3(t− h))2 + 4x3(t)
3
√
1 + t

� −3x6(t) + 4|x(t)|3
3
√
1 + t

=W1(t, x(t)).

b� k� ���

W1(t, x) = −3x6 + 4|x|3
3
√
1 + t

�" λ(t) =
2

9
√
1 + t

,
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���" k� /��

W1(t, x) � −5

2
x6 �" ��� ��� |x| � 2

9
√
1 + t

.

f���q ��� ��"����" W1(t, x) �� "�/���$�  �l"��� �" ��� ��� |x| � λ(t)x

sup
|x|<λ(t)

W1(t, x) �
32

( 3
√
1 + t)2

−→ 0 �� t→ +∞,

��"�����"���q ��� ����� ��" ����" �� f������ * �� �����l�� ���) f��������q ��� ����������
�� f������ * ��� ����q �" ��� �������" x = 0 �� � ���������� �������"� �������" �" ���
���/� ��� �������" v*.w) #�� �� "��� ����

+∞∫
0

sup
‖x‖<λ(τ)

W1(τ, x) dτ =

+∞∫
0

32

( 3
√
1 + τ)2

dτ = +∞,

�� k� ��""�� ����� f������ * ���� r*0sq �� ����� �� k� ��� ��� ���� ��"����"�� V �" ���
���� ��"����" λ(t))

#�� �� ��"�� �� ��� �������"

ẋ = −2x3(t)et + x3(t− h) + x(t)
3
√
1 + t

v*Xw

�" ��� ��"����"�� v*Tw) ������"/ ��� �����"�"/ ���� ��� ���$���� �5�����q k� /��

V̇ |(16)(t, xt) = −7etx6(t) + 4x3(t)x3(t− h) + 4x4(t)
3
√
1 + t

− x6(t− h) �

� −3x6(t)− (2x3(t)− x3(t− h))2 + 4x4(t)
3
√
1 + t

� −3x6(t) + 4x4(t)
3
√
1 + t

=W1(t, x(t)).

b� k� ���

W1(t, x) = −3x6 + 4x4

3
√
1 + t

�" λ(t) =
2

6
√
1 + t

,

���" k� /��

W1(t, x) � −2x6 �" ��� ��� |x| � 2
6
√
1 + t

.

f���q ��� ��"����" W1(t, x) �� "�/���$�  �l"��� �" ��� ��� |x| � λ(t)x

sup
|x|<λ(t)

W1(t, x) �
64

1 + t
−→ 0 �� t→ +∞,

��"�����"���q ��� ��" ����"� �� f������ 0 ��� �����l�� �" ���������q ��� ���$��� �������"
�� �������" v*Xw �� �������������� ������)

,� -���������� f��� ����� ��"���"� ��� ������� �������� �� ��� ������� �� ��� �5���
��"�� �� ���������� ����������� �" ����� ���� �������q k���� k�� ������ �" r*0s)f�� ��"�
������ �� #����"�$ % &����$�'� �" �(���'��" ���������� �� � �� �������� �� k��'�"
��� ����������"� �" ��� ��"����"�� W (t, xt)q �" ���������" k��� r*0s) f���q �� ���"� ���
�� �� �������� �� ���$� ��� �������" �� ��� �5����"�� �� ���������� ����������� ��� � k� ��
����� �� �������)
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